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Minimalcurven und Serret'sche Flächen. 

Von B. Study. 



In seinem Aufsatz über die Differentialgeometrie der analytischen Curven 
(Transactions of the American Mathematical Society, Vol.X, 1909 — weiterhin mit 
A. G. citiert) hat der Verfasser gezeigt, dass bei jeder krummen Minimallinie die 
in der Formel 






zusammengefassten Functionen Integralinvarianten sind, die sich ähnlicher 
Eigenschaften erfreuen, wie bei einer regulären Curve die Bogen genannten 
Integralinvarianten. Es ist zweckmässig, eine solche Function als Curven- 
parameter zu benutzen. Sie wird dann als ein natürlicher Parameter der 
Minimalcurve bezeichnet. 

Es soll nunmehr nachgewiesen werden, dass dieser natürliche Parameter 
identisch ist mit der passend fixierten Bogenlänge gewisser Curven von der 
constanten Torsion Eins. Diese Curven sind, in ihrer Gesammtheit, mit der 
Minimalcurve invariant verbunden und punktweise auf sie abgebildet. Sie 
bilden die krummen asymptotischen Linien auf einer bestimmten Fläche con- 
stanter Krümmung, deren zweite Schaar asymptotischer Linien aus Minimal- 
geraden besteht. Man hat also, wie wir sagen werden, eine Röhrenfläche 
constanter Krümmung, eine sogenannte Serret sehe Fläche vor sich. Diese wird, 
nach einem Satze des Herrn P. Stachel, durch eine zweite Serret'sche Fläche 
zur vollständigen Enveloppe einer Schaar congruenter Kugeln ergänzt, deren 
Mittelpunkte eben die betrachtete Minimalcurve erfüllen.* Für diese zweite 
Fläche findet sich, wie wir zeigen werden, die Torsion — 1 der krummen 
asymptotischen Linien. Es gelingt aber auch — mit Hülfe des hier neu einzu- 
führenden Begriffes Quasidistanz — die beiden Flächen im Voraus von einander 

* Die vollständige Enveloppe darf nach unserer Terminologie nicht Röhrenfläche genannt werden. Eine 
Fläche ist für uns, in der Differentialgeometrie, stets ein analytisches Gebilde. 
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zu trennen, so dass sie, bei gegebener Minimalcurve, jede für sich construiert 
werden können. 

In gleicher Weise gehören zu jeder krummen Minimallinie überhaupt 
unendlich viele Serret'sohe Flächen, für deren einzelne man die (von Null 
verschiedene) Torsion der krummen asymptotischen Linien nach Belieben vor- 
schreiben kann. Wir finden, dass diese unendlich vielen Flächen noch auf eine 
andere Art sich paaren lassen, so nämlich, dass den krummen asymptotischen 
Linien auf einer bestimmten Fläche eines Paares die krummen Minimallinien 
auf der anderen entsprechen. Hieraus ergiebt sich unmittelbar die isometrische 
Abbildung irgend einer Serret' sehen Fläche auf eine Kugel. 

Beiläufig entwickeln wir noch eine charakteristische Eigenschaft der Flächen 
von constanter mittlerer Krümmung. 

§ 1. Eine Eigenschaft der Curven constanter Torsion. 

Zu einer sehr einfachen geometrischen Deutung des natürlichen Parameters 
einer Minimalcurve kommt man auf Grund der folgenden Bemerkung: 

Trägt man auf den Binormalen einer unebenen Curve von der constanten Torsion 

— eine Strecke von der constanten Länge V — 1 T ab, so erhält man (irgend) eine 

krumme Minimallinie. 

Wir bezeichnen die Coordinaten eines Punktes X der Curve constanter 
Torsion mit X u X z , X 3) und betrachten sie als Functionen des Bogens S der 
Curve. A, B, V seien die zur Tangente, Hauptnormale and Binormale der Curve 
gehörigen Einheitsvectoren, so dass (ABT) = 1 wird. Die Behauptung ist dann 
zunächst, dass die Formel 

x = X + V^l.T.T, (1) 



bei bestimmtem Werthe der Wurzelgrösse V — 1, eine Minimalcurve liefert. 
In der That ergeben die Frenet'schen Gleichungen 

c^A_.^ dB^ J_ + r dV __ _ B 
dS-R' dS~ R + T' dS~ T 

bei Differentiation nach dem Bogen S die Ausdrücke 



x' = A — \/-lB, 



•^{i-^Bj-^i.r, 



_ i + v — l . R' ( A , — - „ | . V — l „ , l 



x"i = 



~W ^A-v-iisj-r-js-.-T^y 



A-V-1B + -im- • B + -um ■ r > 



(2) 



* 
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aus deren erstem unmittelbar (x 1 /«') = folgt. "Weiter aber folgt aus (2) : 

(x"/x") = -~, (x'x"x'")=-~, 

also — bei geeigneter Bestimmung einer Integrationsconstanten, deren Werth 

gleichgültig ist — 

/dp\*_ (x>x»x»>) = 1 S_. () 

\dsJ — (x"/x") ~ T' F ~ VT 7 ' ^ ; 

Der natürliche Parameter P der Minimalcurve (x) wird dem Bogen der Curve (AT) 
proportional. Insbesondere folgt : 

Ist T=l, so Jcann der natürliche Parameter der Minimalcurve mit dem Bogen 
der Ourve constanter Torsion identifiziert werden. 

Wir berechnen noch die in der natürlichen Gleichung unserer Minimalcurve 
auftretende charakteristische Function 

»( P )=BK')s(|)'.(«"/n, 

Dies liefert, wenn <J> als Function von^> bekannt ist, eine .Ri'cca^'sche Gleichung 
für das Krümmungsmass der Curve constanter Torsion, 

Hieraus folgt unmittelbar, dass die Aufgabe lösbar ist, Curven der Torsion 
— zu finden, die auf die beschriebene Art eine gegebene krumme Minimallinie 
hervorbringen, und es zeigt sich, wie man alle diese Curven finden kann. 

B 
trachte man diese als Function der durch (3) erklärten Grösse S. -?ß und -= 

bestimmen dann, als Functionen von S, eine Classe unter einander congruenter 

regulärer Curven von der constanten Torsion — . Die Formel (1) liefert dann 

eine zugehörige Classe unter einander congruenter krummer Minimallinien. 
Diese gehören aber, nach (4), zur charakteristischen Function <S> = <E> (p) ; die 
gegebene Curve gehört daher selbst zur gefundenen Classe. 



Sei nämlich -=- eine von Null verschiedene Lösung der Gleichung (5), so be- 
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Sodann kann man, nach (2) und (3), den Einheitsvector V durch x' p und x'J 
ausdrücken, 



V T 
i = 

die Formel (l) liefert also 



r = Z-L x ' %e— (6) 



X=x{p)-^~=\^^.x l P +T.x'J. (7) 

Jeder nicht identisch verschwindenden Lösung der Biccati' sehen Gleichung (5) 
entspricht also eine reguläre Gurve der vorgeschriebenen constanten Torsion — , aus 
der auf dem beschriebenen Wege die gegebene krumme Minimallinie abgeleitet 
werden kann j — :£ [ . 

Der Fall, der ausgeschlossen werden musste, kann nur dann eintreten, 
wenn <J> eine von Null verschiedene Constante und überdies 

-1 = -* 
T 

ist. Die Minimalcurve ist dann eine gemeine transcendente Schraubenlinie (A. G, 
S. 37), die auf einem Rotationscylinder vom Radiusquadrate 

__ J^ 

geodätische Linie ist. Die Lösung Null der Gleichung (5) liefert dann nicht 

mehr eine reguläre Curve von der Torsion -=-, sondern eine Euklidische Gerade, 

nämlich die Axe des genannten Cylinders. Den übrigen Lösungen aber ent- 
sprechen auch in diesem Falle reguläre Curven. 

Angemerkt zu werden verdient noch, unter welchen Umständen die Gleichung 
(l) eine oder zwei verschiedene Minimalcurven liefert. Es hängt das davon ab, 
ob man, durch Beschreibung eines geschlossenen Weges auf der Curve (X), die 
Orientierung der Binormale, oder den Einheitsvector T, umkehren kann oder 
nicht. Ausschlaggebend ist hierfür das Verhalten des Contingenzwinkels dS :B 
(A. G., Nr. 6, 8). Lässt sich dieser als einwerthige Function des Ortes auf der 
Curve (X) erklären, so erhält man zwei analytisch-getrennte Minimalcurven, 
andernfalls nur eine. 

Bevor wir aus den abgeleiteten geometrischen Sätzen weitere Folgerungen 
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ziehen, wollen wir noch einer besonderen Darstellung der krummen Minimal- 
linien gedenken, die in unseren Formeln steckt. 

Nach der Definition des Torsionsbegriffs ist der Bogen irgend einer un- 
ebenen Curve von constanter Torsion proportional zum entsprechenden Bogen 
ihrer Binormalenindicatrix. Hieraus ergiebt sich unmittelbar die bekannte 
Darstellung der Curven von constanter nicht verschwindender Torsion durch 
Quadraturen: Man verstehe unter T k (s) = ^ k (s) irgend drei Functionen (ana- 
lytische Functionen) mit gemeinsamem Existenzbereich, die den Bedingungen 

(£/£) = 1, {?/&).= 1 (8) 

(OT).£o (9) 

Genüge leisten. Dann liefert die Formel 

-^yxDMf)" ti*°\ <10) 

alle Curven der vorgeschriebenen constanten Torsion — , bezogen auf deren 

Bogen S = Ts als Parameter. 

Einer Erläuterung bedarf, wie es scheint, die Ungleichheit (9). Im Falle 
(££'£")8==0 würden die Formeln (10) offenbar eine Gerade, oder ein Geraden- 
stück liefern, also nicht eine Curve von constanter Torsion.* Es ist ja auch 
von vornherein klar, dass die Binormalen einer regulären Curve nur so zu einer 
festen Ebene parallel sein können, dass sie alle zu einander parallel sind, sowie 
dass in diesem Grenzfalle, der von den regulären ebenen Curven gebildet wird, 
die Binormalenindicatrix als Curve oder Curvenstück zu existieren aufhört. 

Aus dem Gesagten ergiebt sich 

Für die so dargestellten Minimälcurven ist p natürlicher Parameter. 

Die Formel (11) liefert aber krumme Minimallinien auch dann noch, wenn 
man die Einschränkung (9) fallen lässt. Da an Stelle der Curve constanter 
Torsion dann, wenn (£ £' £") = ist, eine Euklidische Gerade tritt, so hat man 
den schon genannten Fall der transcendenten gemeinen Minimalschraubenlinien 
vor sich. 

* Die hiernach unerlässliche Einschränkung (9) ist, wie es den Anschein hat, bisher immer übersehen 
worden. Siehe zum Beispiel Darboux (I, p. 42), Bianchi (S. 34), Scheffers (S. 252). 
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Alle krummen Minimallinien erhält man aus (11) bereits, wenn man 
»/ T = 1 setzt. Gegenüber der früher von- uns vorgetragenen hat diese viel 
elegantere Darstellung der krummen Minimallinien durch einen natürlichen 
Parameter den Nachtheil der Mehrdeutigkeit. 

§ 2. Röhrenflächen constanter Krümmung. 

Wir betrachten jetzt die Gesammtheit der Curven von der Torsion — , die 

zu einer bestimmten krummen Minimallinie gehören. Diese Curven werden 
auf einer gewissen Fläche liegen, und sie werden diese Fläche erfüllen, abgesehen 
möglicher Weise von Stellen besonderer Lage (wie sie in dem besprochenen 
Grenzfalle auftraten). Ferner sind sie offenbar asymptotische Linien auf der 

genannten Fläche. Diese hat daher die constante Krümmung — — . Der 

Punkt x ist aber, für reguläre Punkte X der Fläche, einer der Krümmungs- 
mittelpunkte; und da das Quadrat des Abstandes zwischen x und X gleich — T z 
ist, so fällt der zweite Krümmungsmittelpunkt zu X in denselben Punkt x. 
Die zweite Schaar von asymptotischen Linien der gefundenen Fläche lässt sich 
ebenfalls angeben. Nach (7) schickt nämlich der Punkt x seine Schmiegungs- 
ebene durch den Punkt X. * Da das Quadrat des Abstandes beider Punkte 
lediglich von T abhängt, so beschreibt der Punkt X, wenn man, nach Anweisung 
der Gleichung (5), den Werth von B variiert, x aber festhält, eine gerade Linie, 
parallel zur Tangente der Minimalcurve in x. 

Die gefundene Minimalgerade ist asymptotische Linie auf der betrachteten 
Fläche, und dann nothwendig zugleich, zweifach zählend, Krümmungslinie. 
Zwei bestimmte asymptotische Linien der zweiten Schaar werden dann, nach 
einem bekannten Satze, auf je zwei asymptotischen Linien der ersten Schaar 
Paare von Punkten bestimmen, zwischen denen (bei entsprechenden Integrations- 
wegen) gleiche Bogenlängen liegen. Dies ist der von uns schon auf andere Art 
begründete Satz, dass die Bogenlänge zwischen zwei Punkten einer asymptotischen 
Linie der ersten Schaar nur abhängt von der Parameterdifferenz der entsprechen- 
den Punkte der Minimalcurve, also nicht variiert, wenn man -= durch eine andere 
Lösung der Gleichung (5) ersetzt. 

* Die Gurve («) ist zugleich asymptotische und geodätische Linie auf der Binormalenfiäehe von (X). 
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Ferner ist klar, dass die betrachteten Flächen, für die sich aus (7) die Para- 
meterdarstellung 

X=x{p) + Tx"(p) + x'(p).q (12) 

ergiebt, zu zweien zusammengehören, da die Substitution von — T an Stelle 
von T das Krümmungsmaass nicht ändert: Zwei solche Flächen werden dann 
zusammen die Enveloppe einer Schaar von Kugeln bilden, die ihre Mittelpunkte 
auf der gegebenen Minimalcurve haben, entsprechend dem Werthe — T % des 
quadrierten Radius.* 

Wir nennen Röhrenfläche jede analytische Fläche, die Enveloppe oder Be- 
standteil der Enveloppe einer Schaar congruenter (eigentlicher) Kugeln ist, 
deren Mittelpunkte eine analytische Curve erfüllen. Zu den Röhrenflächen 
gehören dann alle Minimalebenen, Minimalkegel, und Tangentenflächen von 
Minimalcurven, und von Flächen, auf die die gewöhnliche Theorie anwendbar 
ist, unter underen die, von denen wir soeben gesprochen haben. 

Ist die erzeugende Kugel einer Röhrenfläche nicht zugleich Minimalicegel, so ist 
die Röhrenfläche die vollständige Enveloppe der Kugelschaar immer dann, wenn der 
Ort der .Kugelmittelpunkte keine Minimalcurve ist. Ist dieser Ort aber eine krumme 
Minimallinie, f so besteht die vollständige Enveloppe aus zwei geradlinigen Röhren- 
flächen, mit entgegengesetzt-gleicher (constanter) Torsion der krummen asymptotischen 
Linien. 

Alle Röhrenflächen von nicht verschwindender constanter Krümmung, und, 
abgesehen von den Kugeln, alle geradlinigen Flächen von nicht verschwindender 
constanter Krümmung werden auf diese Art mit Hülfe von Minimallinien construiert. 

Um im Falle der krummen Minimallinien die beiden Bestandteile der 
Enveloppe von einander trennen zu können, muss man von vorn herein sich für 
den einen der in jedem Falle möglichen beiden Werthe von T entscheiden. 

Zwei in derselben, einem Minimalvector v; (vi äp 0) zugehörigen Minimalebene 
gelegene Punkte x,X bestimmen nun eindeutig eine gewisse Bewegungsinvariante, 

* Fast alle die genannten Eigenschaften hat bereits Herr P. Stäckel angegeben (Leipz.Ber., 1902, S. 168 u. ff.), 
wo man auch noch weitere Litteratur angeführt findet. Herr Stäckel macht jedoch keine Angabe über das Ver- 
halten der Torsion der krummen asymptotischen Linien auf den gepaarten Flächen. 

Wie man durch Construction der Minimalgeraden durch die einzelnen Curvenpunkte in den Schmiegungs- 
ebenen einer Curve constanter Torsion zu Serret' sehen Flächen kommen kann, hat, nach mündlicher Mittheilung, 
bereits Herr Bianchi gezeigt. Offenbar kann man auch von hier aus die Sätze des Textes ohne Mühe entwickeln. 
Kennt man, wie bei der Manchi' sehen Construction, von vorn herein eine krumme asymptotische Linie auf 
einer Serret' sehen Fläche, so verlangt die Bestimmung der übrigen natürlich nur Quadraturen. 

t Eine Minimalgerade bestimmt keine Röhrenflächen. 
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die nicht auch (absolute) Umlegungsinvariante ist, und die, wenn 

§ = X — x 
gesetzt wird, in der Form 

|J| IW-)*o ( 

dargestellt werden kann (A. C, S. 25, 26). Ihr Quadrat ist gleich dem negativen 
Quadrate des Abstandes der Punkte x,X\ — — (3-/S>)[. Sie selbst ändert sich 
nicht, wenn man z. B. den Punkt X auf der zugehörigen zu y; parallelen Minimal- 
geraden verschiebt. Wir können diese Grösse etwa die Quasidistanz von der 
Minimalgeraden durch x zu der parallelen Minimalgeraden durch X nennen. 

Im vorliegenden Falle können wir, an allen regulären Stellen der Minimal- 
curve (x), yi = x' setzen. Da bei Darstellung einer krummen Minimallinie durch 
ihren natürlichen Parameter 

(a/a/'o) = — (x'/a) 

ist, so liefert die Formel (7) den Werth der Quasidistanz 

(bx'a) _ __ T (x'x"a) __ T 
(se'/o) — (a//a) ' 

Für T=l ergiebt sich insbesondere: 

Man suche in der Schmiegungsebene des Punktes x der gegebenen Minimalcurve 
die Minimalgerade, deren Quasidistanz von der Tangente des Punktes x gleich der 
Längeneinheit ist. Der geometrische Ort dieser geraden Linien, ist eine Röhrenfläche 
von der Krümmung — 1. Ihre krummen asymptotischen Linien haben die Torsion 
Eins. Der Bogen dieser asymptotischen Linien zwischen denselben zwei geraden 
Erzeugenden der Fläche ist bei entsprechenden Integrationswegen und geeigneter 
Bestimmung der vorkommenden Wurzelgrössen in allen Fällen derselbe, und gleich 
der Differenz der zugehörigen Werthe eines natürlichen Parameters der Minimalcurve. 

Offenbar kann dieser Lehrsatz auch benutzt werden zur Definition des natür- 
lichen Parameters p einer krummen Minimallinie, der hiermit eine, man möchte 
beinahe sagen anschauliche, geometrische Deutung erhält. 

Die Darstellung der Röhrenflächen constanter Krümmung durch Formeln, 
die frei sind von Quadraturen, insbesondere die Darstellung aller algebraischen 
Flächen der Art, ist eine unmittelbare Folgerung unserer Theorie. Man leitet 
ohne Weiteres aus (12) die Parameterdarstellung her: 
36 
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x,= 



(13) 



In der That ist die Gerade s = const. parallel zur Tangente des Punktes x(s), 
und für £ = oo ergiebt sich offenbar ein Punkt auf der von uns construierten 
Parallelen, da x p ' sich von dem Yector mit den Coordinaten is, s, i nur um ein 
Multiplum des Vectors x p unterscheidet. Das zu (13) gehörige quadrierte 
Bogenelement 

(dX/dX) = 2 T./ 3 (s) .ds z — 4 T% .dsdt (14) 

( 6 * — ') 

hat wirklich das Krümmungsmaass — -=^ . 



* 



§ 3. Isometrische AJbbildv/ng der betrachteten Flächen auf Kugeln. 

Die vorausgehenden Überlegungen führen unmittelbar zur Bestimmung der 
krummen Minimallinien auf den Röhrenflächen constanter nicht verschwindender 
Krümmung, und damit zu deren isometrischer Abbildung auf Kugelflächen. In- 
dessen handelt es sich hierbei um einen Specialfall allgemeinerer Sätze, die wir 
vorausschicken wollen. 

"Wir betrachten zuerst die Beziehung zwischen Flächen constanter Krüm- 
mung und Flächen von constanter mittlerer Krümmung, die, dem Grundgedanken 
nach, von Bonnet angegeben worden ist. Der Bonnet'sche Lehrsatz lautet wie 
folgt : f 

Trägt man auf den Normalen einer nicht geradlinigen Fläche der constanten 
nicht verschwindenden Krümmung K Strecken von den constanten Längen 



ab, so sind die den verschiedenen Wurzelwerthen entsprechenden geometrischen Orter 

» Die Formeln (13) sind identisch mit solchen hei Stßckel (S. 116), abgesehen von der Bezeichnung und von 
der dort unbestimmt gelassenen Wurzelgrösse. Die von Herrn Stächet mitgetheilte Formel für das Bogen- 
element und die daraus abgeleiteten Folgerungen sind indessen irrthümlich. 

tNach Verbesserung von einigen kleinen Ungenauigkeiten, die auch in diesem Falle wohl durch die ganze 
Literatur gehen. 
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ihrer Endpunkte zwei Parallelflächen zur gegebenen Fläche, mit constanten mittleren 
Krümmungen * 

Ist die Fläche constanter Krümmung dagegen geradlinig , ist sie also eine 
Röhrenfläche oder eine Kugel, so tritt im ersten Falle an Stelle einer der genannten 
Parallelflächen eine krumme Minimallinie, im zweiten der Mittelpunkt der Kugel. 

Wir übergehen die evidente Umkehrung, und ziehen sogleich die Folgerung, 
auf die es uns hier ankommt : 

Durch die Transformation des Bonnet 1 'sehen Satzes werden den asymptotischen 
Linien auf den vorausgesetzten Flächen constanter Krümmung zugeordnet Minimal- 
curven auf den entsprechenden Flächen constanter mittlerer Krümmung. 

Erklären wir bei gegebenem Integrationsweg, als Quasidistanz zweier Punkte 
auf einer krummen Minimallinie den entsprechenden Werthzuwuchs eines natür- 
lichen Parameters, oder aber die Null, wenn die Minimallinie gerade ist, so folgt 
weiter: 

Die Bogenlängen der asymptotischen Linien auf den Flächen der constanten 
nicht verschwindenden Krümmung K— — 7™ gehen aus den entsprechenden Quasi- 
distanzen auf den zugeordneten Flächen von constanter mittlerer Krümmung durch 
Multiplication mit V T und V — T hervor. 

Man kann sich auf der Fläche constanter mittlerer Krümmung ein Gebiet 
derart abgegrenzt denken, dass durch jeden Punkt im Inneren dieses Gebietes 
zwei in der Umgebung des Punktes getrennte Minimallinien gehen. Geeignet 
gewählte verschiedenartige Paare gleichartiger Minimalcurven bestimmen dann 
gewisse Figuren von vier Punkten, die wir "Elementarvierecke" auf der Fläche 
nennen wollen. Wir können dann weiter aussagen : 

Auf den Flächen constanter mittlerer Krümmung haben in jedem Elementar- 
viereck die durch gegenüberliegende Seiten {Minimallinien) verbundenen Ecken 
gleiche Quasidistanz. 

Dies ist zwar durch das Vorhergehende nur begründet für Flächen von nicht 

* Wir folgen dem vorwiegenden Sprachgebrauch : Mittlere Krümmung = Summe (nicht halbe Summe) 
der reeiproken Werthe der Hauptkrümmungsradien. 



274 Study: Minimalcurven und Serret'sche Flächen. 

verschwindender mittlerer Krümmung. Dass indessen für diese, also für die 
(regulären) Minimalflächen, der Satz in Geltung bleibt, ist evident.* 

Die im letzten Satze genannte Eigenschaft ist für die Flächen von constanter 
mittlerer Krümmung charakteristisch. 

Es sei x = x (s, t) irgend eine Fläche, für die der Begriff der mittleren 
Krümmung überhaupt Sinn hat, nämlich eine solche, die weder Minimalebene, 
noch Minimalkegel, noch Tangentenfläche' einer Minimalcurve ist: 

(x s x t /x s x t )^0. 

Die Coefficienten der ersten und zweiten zugehörigen quadratischen Diffe- 
rentialform 

Eds s + 2 Fds dt + G dt z , e ds z + 2fds dt + g dt* 

werden dann, wenn 



D = VEG — F* = V x s x t /x s x t 
gesetzt wird, durch die Ausdrücke 

E = (x„/x,), F = (xjx t ), G = (x t /x t ), 
D.e = (x s x t x sa ), D.f=(x s x t x st ), D . g = (x s x t x tt ) 
gegeben. Wir nehmen nun Minimallinien als Coordinatenlinien an, so dass 



E = 0, G = 0, D = \T — \.F 
wird. Es folgt dann 



D . (XsJco) = e.(x s x t a) + V — lF s (xja), 

D .(x st /o) =f.(x s x t a), 
D . (x tt /u>) = g . (x 8 xt o) + */^TF t {x v /q), 
und, nach kurzer Rechnung, 



(x ss /a: ss ) = e 3 , (x s x ss x sss ) = V — 1 . e 3 , 
(x u /x tt ) = g z , (x t x tt x m ) = — V — 1 . g 3 . 
Die natürlichen Parameter der Coordinatenlinien werden also zu berechnen 
sein aus den Gleichungen 

yfj = \/"^l . e { t = const.} , (j|) = — \/^~i.g\s=const.\. 

Unsere Voraussetzung besagt daher, dass e frei ist von t und g frei von s. 

* Der Verfasser hat sich überzeugt, dass durch diesen Satz eine nicht unbedeutende Vereinfachung der 
Theorie der Minimalflächen bewirkt wird, und dass sich daraus auch manches Neue ergiebt. Wir behalten 
uns vor, hierauf in einer besonderen Abhandlung näher einzugehen. 
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Die Codazzi' sehen Gleichungen lehren nunmehr, dass / sich von F nur um 
einen constanten Zahlenfactor unterscheidet (der im Falle der Minimalflächen 
gleich Null ist). Es ergiebt sich also für die mittlere Krümmung 2/ : F ein 
constanter Werth. 

Verschwindet weder e noch g identisch, so kann man p und q selbst als 
Parameter einführen. Die Fläche ist dann nicht geradlinig. Verschwindet 
e oder g identisch, so hat man eine unserer geradlinigen Röhrenflächen vor sich. 
Sind e und g beide identisch gleich Null, so ist die Fläche eine Kugel oder eine 
Euklidische Ebene. 

Aus dem soeben Vorgetragenen, aber auch schon aus den Betrachtungen 
des vorigen Paragraphen ergiebt sich nun folgender Satz : 

Kennt man bei einer Röhrenfläche von nicht verschwindendem constantem 
Krümmungsrnass die krummen asymptotischen Linien, so kennt man bei einer 
zweiten zur ersten parallelen Fläche der Art die krummen Minimallinien, und 
umgekehrt. Die Torsionen der krummen asymptotischen Linien so gepaarter 
Flüchen verhalten sich wie 2:1. 

Wir betrachten die erste zur Torsion 1 : T der asymptotischen Linien 

gehörige Fläche als Fläche der constanten Krümmung — -=, die zweite als 



V — 1 
Fläche der constanten mittleren Krümmung = — . Wir berechnen, wie 

zuvor, den Einheitsvector V (Nr. 6) aus der RiccatV sehen Gleichung (Nr. 5), 
ersetzen aber die Gleichung (1), 



X = x — V— 1 . T.T, 
durch die andere 

Y = x — 2V — 1. T.T. (15) 

Lässt man dann die Lösung der Gleichung (5), entsprechend den Werthen eines 
geeigneten Parameters q variieren, so wird der Ort der gefundenen Curven 



Y = x (p) - 2 ^ ^^ T * (P) + 2 T a/' (p) (16) 

eine dem Torsionswerthe 1:2T entsprechende geradlinige Röhrenfläche, die auf 
Minimalcurven als Parameterlinien bezogen ist. 
In der That erhält man unter der Annahme 

A (1) = ^Z_ P + r»(iO + ( \ VI (i7) 

dp\RJ~2V — 1 1 T z \R{p,qy i 
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für das quadrierte Bogenelement der Fläche (16) den Ausdruck 

(dY/dY) = — 4T\2 \/^T V^^-Q) d P d 2> ( 18 ) 

dem das constante Krümmungsmaass — TTfi zukommt. 

4 1 

Natürlich wird bei ungeschickter Wahl des Parameters q die Gleichung (16) 

nicht die ganze Fläche darstellen, um die es sich handelt, sondern nur ein Stück 

davon. Dies kann man aber immer vermeiden, zum Beispiel indem man „• als 

lineare (in der Regel gebrochene) Function von q annimmt, was nach der allge- 
meinen Theorie der Biccati' sehen Gleichungen statthaft ist. Man braucht dazu 
nur drei Particularlösungen der Gleichung (5) zu kennen. 

Es handelt sich schliesslich noch darum, die quadratische Differentialform 

2V~=riv-rf q (^)d P dq (19) 

vom Krüramungsmaasse Eins in die Gestalt 

Ada dt 

überzuführen. Die Theorie dieses Problems ist bekannt ; sie braucht uns hier 
nicht weiter zu beschäftigen. * 

Dass die vorgetragene Methode nicht daran haftet, dass gerade der natür- 
liche Parameter der benutzten Minimalcurve als unabhängige Veränderliche 
dient, ist leicht zu sehen. Die zur Bestimmung dieses Parameters in der Regel 
erforderliche Quadratur (und Elimination) lässt sich ersparen. Zur Ausführung 
der isometrischen Abbildung der Fläche { Y) auf eine Kugel vom Radius 2*/ — \ T 
ist nur erforderlich die Lösung einer Biccati' sehen Gleichung (keine Elimination). 

§ 4. Beispiele. 

Die ganze zuvor entwickelte Theorie lässt sich bis zu geschlossenen End- 
formeln durchführen in den Fällen, in denen die gegebene Minimalcurve zur 
Familie der gemeinen Schraubenlinien gehört {$ = const.}. Die zugehörigen 
Röhrenflächen sind dann Schraubenflächen mit Minimalgeraden als Erzeugenden. 

Wir gehen aus von irgend einer gemeinen transcendenten Minimalschrauben- 

* S. Darloux, Theorie des surf aces, I, Nr. 52. 



Study: Minimalcurven und Serret' sehe Flächen. 111 

linie, deren Parameterdarstellung wir in der Form 



x 1 z="/ir .p, x z z=r cos f. , x 3 = rsin 



V ir ' ! V i r 

annehmen dürfen. Es folgt dann 



W{p) = \x-/x") v 
Sei zuerst 



<i>{p) = {x»i/x»% = - r 



T^ir, 

so ergiebt sich als Lösung der Gleichung (17), wenn zur Abkürzung 

gesetzt wird, 

~ = 2sr^l.^tg\VC.(p~q)\. 



Dabei kann der mit V — 1 bezeichneten Wurzelgrösse nach Belieben der Werth i 
oder der Werth — i beigelegt werden. Tragen wir den gefundenen Werth von r 
ein in die Formel 

X{p, q) = x (p)-V-l. j^L± .x>(p) + T. x» (p), (20) 

so haben wir damit die zur Torsion -=, gehörigen Eöhrenflächen bestimmt und 
bezogen auf ihre asymptotischen Linien. Gleichzeitig werden bei Substitution 
desselben Werthes die zur Torsioi 
Minimalcurven bezogen, wenn man 



desselben Werthes die zur Torsion — — gehörigen Eöhrenflächen auf ihre 

2 x 



ZV T 



Y(p,q) = x(p)-2V-l.^-^-.x'(p) + 2T.x"(p) (21) 

setzt. 

Für das quadrierte Bogenelement der zweiten Fläche erhält man den 
Ausdruck 

(dY/dY) = -4TK 'ffi* g ,. , (22) 

cos 2 \ V C ( p — q) \ v ' 

dessen zweiter Factor das Krümmungsmaas Eins hat. Setzt man nun 
a(p) = tg\V~G.p\, t(q) = -ctg\VC.q}, 



so wird 



(dY/dY) = -4TK^ß^. (23) 
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Hiermit ist also die Fläche isometrisch bezogen auf eine Kugel, deren Parameter- 
darstellung 

G — * — T G — t 

ist. 

Viel einfacher noch verhält sich der Grenzfall 

T = ir, 

in dem die erste der construierten Flächen die Axe der Schraubenlinie als aus- 
gezeichnete asymptotische Linie enthält. Man hat dann 



i_= _ gy — i 

B ~ */-T(p — q)' 

Hier vermittelt also schon die Substitution 

G=p, * = q 

die isometrische Abbildung der Fläche Y(p, q) auf eine Eugelfläche. 

In gleicher Weise behandelt man die algebraischen Grenzfälle der be- 
trachteten transcendenten Schraubenröhrenflächen, die sämmtlich erhalten 
werden, wenn man etwa von der Minimalcurve 3. Ordnung 

-I nn r*v- 

2 



_ • i p 3 1 1 _ p , 1 _ i 



ausgeht, und diese, sammt den zugehörigen geradlinigen Röhrenflächen, hinter- 
her irgend einer Bewegung unterwirft. 



Neapel, 5. November, 1909. 



